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ÖZET 
Bu çalışmanın temel amacı iki serbestlik dereceli kütle-yay sisteminin serbest titreşim 
denkleminin çözümü için Fibonacci matris metodunu kullanmaktır. Bu sistem ikinci 
mertebeden lineer adi diferansiyel denklem sistemi ile modellenmektedir. Fibonacci matris 
metodu Fibonacci polinomlarının matris formlarına ve sıralama noktalarına dayalıdır. 
Yöntemin geçerliliğini ve kullanılabilirliğini göstermek için sayısal bir probleme yer 
verilmiştir. Ele alınan problemin sayısal çözümü mutlak hata kullanılarak bilinen sonuçlarla 
karşılaştırılmıştır. 
Anahtar Kelimeler: Fibonacci matris yöntemi, serbest titreşim, lineer adi diferansiyel 
denklem sistemi, Fibonacci polinomları, sıralama noktaları. 
ABSTRACT 
The main aim of this paper is to use the Fibonacci matrix method for the analysis of free 
vibration of two degree of freedom system. This system is modelled with second order linear 
ordinary differential equation system. Fibonacci matrix method is based on the matrix forms 
of Fibonacci polynomials and collocation points. Illustrative example is included to 
demonstrate the validity and applicability of present method and comparison is made with 
existing result by using absolute error. 
Keywords: Fibonacci matrix method, the analysis of free vibration, linear ordinary differential 
equation system, Fibonacci polynomials, collocation points. 
1. GİRİŞ 
Literatürde dinamik sistemlerin analizi yaygın olarak çalışılan konular arasındadır. Çünkü 
günlük hayatta kullanılan makinelerin ve yaşam alanı olan binaların titreşim yapması 
genellikle istenmeyen bir durumdur. Bu nedenle dinamik sistemlerin davranışlarının bilinmesi 
gerekir. Dinamik sistemler, tek serbestlik dereceli sistemler, çok serbestlik dereceli sistemler 
ve sürekli sistemler olarak sınıflandırılmaktadır. Fiziksel sistemlerin hareket denklemleri 
diferansiyel denklemlerle ifade edilir. Tek serbestlik dereceli sistemler adi diferansiyel 
denklemlerle, çok serbestlik dereceli sistemler adi diferansiyel denklem sistemleri ile ve 
sürekli sistemler ise kısmi diferansiyel denklemlerle modellenmektedir [1].  
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Bu çalışmada, çok serbestlik dereceli sistemlerin çözümleri Fibonacci Matris Yöntemiyle 
yapılmıştır. Bunun için çok serbestlik dereceli sistemlerin bilinen en yaygın örneği olan iki 
serbestlik dereceli kütle yay problemi ele alınmıştır. İki serbestlik dereceli kütle yay sistemi 
aşağıdaki gibi gösterilebilir. 
 
Şekil 1. İki serbestlik dereceli kütle-yay sistemi modeli 
Bu sistemin matematik modeli iki denklemden oluşan  
  1 1 1 2 1 2 2 0m y k k y k y                                                                                
            2 2 2 1 2 2 0m y k y k y                                                                                                     (1) 
formundaki lineer adi diferansiyel denklem sistemidir. Burada  1 2,m m  kütlelerin ağırlıkları ve  
1 2,k k  yay sabitleridir. 
Lineer diferansiyel, fark, diferansiyel-fark, integral ve integro-diferansiyel denklemleri için 
Taylor, Chebyshev ve Fibonacci matris yöntemleri Sezer ve diğerleri tarafından verilmiştir  
[2-11]. Lineer diferansiyel denklem sistemi çözümleri Taylor matris yöntemi ve farklı 
yöntemler kullanılarak çözülmüştür [12-21]. Bunun yanında Taylor matris yöntemi ilk kez 
tam bir mühendislik problemine uygulanılmış ve tek serbestlik dereceli kütle-yay-sönüm 
sisteminin titreşim analizini yapılmıştır [21] ve bir mühendislik problemi olan boyuna titreşim 
yapan çubuğun diferansiyel denkleminin çözümünde kullanmıştır [22].  
Bu çalışmada, verilen mühendislik probleminin çözümünü bulmak için Fibonacci matris 
yöntemi kullanılmıştır. Fibonacci matris yönteminde denklem ya da denklem sistemindeki 
fonksiyonların Fibonacci polinomları cinsinden ifadesi sonlu sayıda terim için alınarak bu 
fonksiyonların matris formları denklemde ya da denklem sisteminde yerine konulur. Bulunan 
temel matris denklemi çözülerek bilinmeyen Fibonacci katsayıları yaklaşık olarak elde edilir. 
Böylece denklem ya da denklem sistemlerinin Fibonacci polinomları cinsinden seri çözümleri 
bulunmuş olur. 
2. TEMEL MATRİS BAĞINTILARI 
   (1) denklemindeki jy  bilinmeyen fonksiyonlarının Fibonacci seri formu 
  
1
( ),  =1,2
N
j jn n
n
y t a F t j

                                                                                             (2) 
şeklindedir. Bu ifade açık olarak 
  1 1
1
( ),
N
n n
n
y t a F t

  2 2
1
( )
N
n n
n
y t a F t

                                                                                                                                     
şeklinde yazılabilir. Buradaki 1na  ve 2na  ( 1,2,3,...,n N ) bilinmeyen Fibonacci katsayıları ve   
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2 1
0
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n j
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n n
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  

                               (3) 
Fibonacci polinomudur. Bu polinomlar,  
 ( ) ( )t t TF X C                                                                                                              (4) 
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matris formunda yazılabilir. Burada ( )tF , ( )tX   matrisleri 
  1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )Nt F t F t F t F tF ,  
2 1( ) [1      ]Nt t t t X , 
C  matrisi, N çift için; 
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N tek için; 
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şeklindedir. (2) ile verilen Fibonacci polinomlarının matris ifadeleri  
    jy t t jF A                                                                                                             (5) 
olarak bulunur. Buradaki bilinmeyen Fibonacci katsayı matrisleri =1,2j  için 
  11 12 1 
T
Na a a1A ,   21 22 2 
T
Na a a2A  
biçimindedir. Burada denklem (4) ve (5) den yararlanılarak  
   ( )jy t t
T
j
X C A                                                                                                         (6)              
yazılabilir. (6) ifadesine göre  1y t  ve  2y t  fonksiyonlarının türevlerinin matris gösterimleri 
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T T
2 2
T T
2 2
T T
2 2
C A C A
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C A C A
               (7)                                                               
şeklindedir. (7) de kullanılan (t)(k)X matrisi (t)X matrisinin .k  mertebeden türevi olup 
bunların arasındaki bağıntı 
 (t) (t)(1)X = X B  
            2( ( ) ) ( )(t) (t) t t (2) (1)X = X B X B B X B                                                                                                     
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             (t) (t)(k) kX = X B  
olarak gösterilebilir [2,5,10,16]. Bu bağıntılardaki B  matrisi  
 
0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0
.
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
N
 
 
 
 
  
 
 
 
 
B
 
formundadır [2,5,10,16]. (7) ifadesi kullanılarak (1) matematik modelinde eşitliklerin sol 
tarafındaki her terimin matris ifadesi 
     ( ) ,  =0,1,2,  =1,2kjy t t k j X B
k T
j
C A                                                                  (8) 
şeklindedir. Burada (8) den elde edilen bilinmeyen fonksiyonların matris ifadeleri bir araya 
getirilirse aşağıdaki matris bağıntısı elde edilir. 
                ,  =0,1,2t t k X B
k(k) T
Y C A                                                                                 (9) 
Burada 
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şeklindedir. 
3. ÇÖZÜM YÖNTEMİ 
  Ele alınan (1) matematik modeli bölüm 2 de elde edilen temel matris bağıntılarıyla  
              
2
0
( ) ( )
k
t t

 (k)kP Y 0                                                                                                     (10) 
biçiminde ifade edilebilir. Burada  
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şeklindedir. (10) matris denklemine 0 t b   aralığında  
             ( )( 1),   1,2, ,
1
i
b
t i i N
N
   

                                                                                     (11) 
ile tanımlı sıralama noktaları uygulanırsa  
 
2
0
( ) ( ) ,   1,2, ,i i
k
t t i N

   (k)kP Y 0  
matris denklem sistemi elde edilir. Kısaca temel matris denklemi, 
             
2
0k
 (k)kP Y G                                                                                                             (12) 
halini alır. Burada, 
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şeklindedir. (9) ifadesinde (11) de tanımlanan sıralama noktaları kullanılarak, 
               ( ) 1,2, ,
k
i it t i N  X B
(k) T
Y C A,   
(k)
Y matrisi  
              
k
 X B(k) TY C A                                                                                                      (13) 
olarak elde edillir. Burada    
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X
   
şeklindedir. (13) ifadesi (12) de yerine yazılırsa 
  
2
0
k
k
 
 
 
 X B TkP C A G                                                                                                (14) 
formundaki temel matris denklemi elde edilir. Sonuç olarak (1) matematik modelinin temel 
matris denklemi 
 WA = G   ;W G                                                                                                     (15)                                              
şeklinde yazılabilir. Burada 
  
2
0
[ ],   p,q 1,2,..., 2
k
k
pqw N

   X B TkW P C    
formunda ifade edilen 2N  satır ve 2N  bilinmeyenden oluşan cebirsel sisteme 
dönüştürülmüştür. 
   (1) matematik modelinin başlangıç değer problemi olduğu göz önüne alınırsa başlangıç 
konumu  0jy  1jλ  ve başlangıç hızı  0jy   2jλ olarak ifade edilebilir. Başlangıç koşulları 
bölüm 2 de verilen (6) ve (8) temel matris bağıntıları yardımıyla 
 
 
 
 
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1 11
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y
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T
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T
1
T
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X C A
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şeklinde ifade edilebilir. Yukarıdaki matris ifadeleri (9) denklemindeki gibi birleşik formda 
aşağıdaki gibi yazılabilir. 
      1 2 11 12(0) (0) 0
T T
y y   X TY(0) C A =  
    1 2 21 22(0) (0) 0
T
T
y y      
 
X B
T
Y (0) C A =  
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Burada 
  
T
U Y(0) Y (0) ,  11 12 21 22
T
     
olarak tanımlanırsa koşul matrisi 
   ;UA = U                                                                                                                    (16) 
matris denklemine dönüştürülmüş olur. (15) de verilen temel matris denkleminin son dört 
satırı silinerek (16) koşul matrisi bunların yerine yazılırsa 
 
1,1 1,2 1,2
2,1 2,2 2,2
(2 4),1 (2 4),2 (2 4),2
1,1 1,2 1,2 1,1
2,1 2,2 2,2 1,2
3,1 3,2 3,2 2,1
4,1 4,2 4,2 2,2
; 0
; 0
;
; 0
[ ; ]  
;
;
;
;
N
N
N N N N
N
N
N
N
w w w
w w w
w w w
u u u
u u u
u u u
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



  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
W G
                                                       (17) 
arttırılmış matrisi elde edilir. 
 WA = G  
matris denklemine dönüştürülebilir. Eğer   [ ; ] 2rank rank N W W G  ise yani det( ) 0W   
ise matris denkleminin çözümü 
            1( )A W G                                                                                                                (18) 
şeklinde olur. Böylece   
               11 12 1 21 22 2,  ,  
T T T
N Na a a a a a  1 2 1 2A A A A A  
olmak üzere A  matrisi yani Fibonacci katsayılarının oluşturduğu bir tane sütun matrisi vardır. 
O halde verilen koşullara göre (1) diferansiyel denklem sistemi tek çözüme sahip olacaktır. 
Bu çözüm,  
  
1
( ),  =1,2
N
j jn n
n
y t a F t j

  
şeklinde Fibonacci polinom çözümüdür. Burada det( ) 0W  ise matris denkleminin çözümü 
yoktur ya da sonsuz çözümü vardır. 
4. Sayısal Uygulama 
 
   Yay sabitleri 1 4 /k N m ve 2 2 /k N m  olarak verilen denge durumundaki (1) matematik 
modeliyle verilen serbest titreşim yapan iki serbestlik dereceli sistemin 1 2m kg  ve 2 1m kg   
kütlelerinin zamana bağımlı yer değiştirme denklemleri [23] 
           
1 1 2
2 1 2
( ) 3 ( ) ( ) 0
( ) 2 ( ) 2 ( ) 0
y t y t y t
y t y t y t
  
  
                                                                                            (19) 
olarak modellenmiştir.   
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   1 1
2 2
0 1, 0 0
(0) 2, (0) 0
y y
y y
 
 
 
başlangıç şartları altında 0 1t   aralığında 3,  5,  8N N N    için Fibonacci matris 
yöntemi ile problemi çözelim. Burada 3N   için Fibonacci seri çözümü olan, 
  
1
( ),  =1,2
N
j jn n
n
y t a F t j

  
bulmak için, sıralama noktalarını  (11) bağıntısı ile aşağıdaki gibi bulunur. 
            
1 2 3
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0,  ,  1
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t t t
 
   
 
 
Ayrıca (19) problemi için gerekli ifadeler  
         
0 0 0 0
1,1 1,2 2,1 2,2
1 1 1 1
1,1 1,2 2,1 2,2
2 2 2 2
1,1 1,2 2,1 2,2
( ) 3,  ( ) 1,  ( ) 2,  ( ) 2,
( ) 0,  ( ) 0,  ( ) 0,  ( ) 0,
( ) 1,  ( ) 0,  ( ) 0,  ( ) 1.
P t P t P t P t
P t P t P t P t
P t P t P t P t
     
   
   
 
 şeklindedir. (14) denkleminden temel matris denklemi 
   2  X XB X BT T T0 1 2P C P C P C A G                                                                (20) 
olur. Burada 
 
  3    -1     0     0     0     0
 -2     2     0     0     0     0
(0) 0 0
  0     0     3    -1     0     0
0 (1/ 2) 0
  0     0    -2     2     0     0
0 0 (1)
  0     0     0     0     3    
0
0
0
P
P
P
 
  
 
  
0
P
-1
  0     0     0     0    -2     2
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
(0) 0 0 (0) 0 0
0 (1/ 2) 0 ,   0 (1/ 2) 0
0 0 (1) 0 0 (1)
1 2
1 2
1 2
P P
P P
P P
   
      
   
      
1 2P 0 P I
  
  (0)  1     0     0X ,  (1/ 2)  1     1/2     1/4X ,  (1)  1     1     1X  
            
(0) 0
(0)
0 (0)
 
  
 
X
X
X
, 
(1/ 2) 0
(1/ 2)
0 (1/ 2)
 
  
 
X
X
X
, 
(1) 0
(1)
0 (1)
 
  
 
X
X
X
,  
             
 
 
 
  1    0     0     0     0     0
 0     0     0     1     0     0
0
 1    1/2  1/4   0     0     0
1/ 2
 0     0     0     1    1/2  1/4
1
 1     1     0     0     0     0
 0     0     0     1 
 
 
  
 
 
X
X
X
X
    1     1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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 
 
 
  
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0
0
 
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B
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11 21
12 22
13 23
1 0 1 0
0
0 1 0 , , 0 , , ,
0
0 0 1 0
a a
a a
a a
       
                         
                
T
1T T
1 2T
2
AC
C C O A A A
AC
 
şeklindedir. Bu matrisler (20) de yerine konulursa,  
              
 
3 0 5 1 0 1 ; 0
2 0 2 2 0 4 ; 0
3 3 / 2 23 / 4 1 1/ 2 5 / 4 ; 0
;
2 1 5 / 2 2 1 9 / 2 ; 0
3 3 8 1 1 2 ; 0
2 2 4 2 2 6 ; 0
  
  
 
   
  
   
   
 
   
W G
                                                                   (21)  
arttırılmış matrisi elde edilir. Denklem (16) dan koşul matrisi 
              
 
1 0 1 0 0 0 ; 1
0 0 0 1 0 1 ; 2
;
0 1 0 0 0 0 ; 0
0 0 0 0 1 0 ; 0

 
 
 
 
 
 
U
                                                                                  (22) 
şeklindedir. (21) matrisinde son dört satır silinerek yerine (22) koşul matrisi konulursa                
                
3 0 5 1 0 1 ; 0
2 0 2 2 0 4 ; 0
1 0 1 0 0 0 ; 1
;
0 0 0 1 0 1 ; 2
0 1 0 0 0 0 ; 0
0 0 0 0 1 0 ; 0
  
  
 
 
     
 
 
 
 
W G
 
formundaki yeni arttırılmış matris elde edilir. Sonuç olarak [ ; ]W G  arttırılmış matrisinin 
çözümünden bilinmeyen Fibonacci katsayıları  
  3/ 2 0 1/ 2 3 0 1
T
  A  
şeklinde belirlenerek iki kütle için de aranan deplasman fonksiyonları elde edilir. Bulunan bu 
katsayılar (2) de yerine yazılırsa, (19) probleminin 3N   için Fibonacci polinomları 
cinsinden yaklaşık çözümleri, 
      2
1 1 0.( ) 5y t t  , 
2
2 2( ) ty t                                                                                    (23) 
şeklindedir. Benzer şekilde 5N   için (19) probleminin Fibonacci polinomları cinsinden 
yaklaşık çözümleri, 
              4 3
1
2( )  (4.0162e-002) (6.4089e- (0.5)004) 2.7387e- +( 016) 1ty t t t t    
              4 23
2( )  ( 8.0325e-002) ( 1.2818e 2-003)y t t t t                                                        (24) 
şeklinde, 8N   için ise (19) probleminin Fibonacci polinomları cinsinden yaklaşık 
çözümleri, 
              
7 6 5 4
3 2
1 (6.9068 005) (1.4662 003) (4.3547 005) (4.1654 002)
            (1.5684 006) (0.5) (2.1
( )
478 016) 1
 e t e t e t e t
e t
y t
t e t
      
     

 
              
7 6 5 4
3 2
2 1.3814 004) (2.9324 003) (8.7093 005) (8.3308 002)
           (3.136
( ) (
8 006) (6.1257 017) 2
e t e t e t e t
e
y
t e t
t
t
      
     

            (25) 
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biçimindedir. (19) denklem sisteminin verilen koşullara göre tam çözümü    1 cos ,tamy t t  
   2 2costamy t t şeklindedir. Tam çözüm ile (23), (24) ve (25) ile elde edilen yaklaşık 
çözümlerinin karşılaştırılması Şekil 2 ve Şekil 3’de gösterilmiştir. Ayrıca Tablo 1 ve Tablo 
2’de tam çözüm, yaklaşık çözüm ve mutlak hata fonksiyonlarının nümerik sonuçları 
karşılaştırılmıştır. 
 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5
0.55
0.6
0.65
0.7
0.75
0.8
0.85
0.9
0.95
1
t
y
(t
)
 
 
y1 tam çözüm
N=3 için yaklaşık çözüm
N=5 için yaklaşık çözüm
N=8 için yaklaşık çözüm
 
Şekil 2. 
1
y (t)  çözümlerinin karşılaştırılması 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2
t
y
(t
)
 
 
y2 tam çözüm
N=3 için yaklaşık çözüm
N=5 için yaklaşık çözüm
N=8 için yaklaşık çözüm
 
Şekil 3. 
2
y (t)  çözümlerinin karşılaştırılması 
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Tablo 1. N = 3, N = 5 ve N = 8  için 
1
y (t) fonksiyonunun tam çözüm ve mutlak hataları 
     Fibonacci matris metodu 
              Tam çözüm                     Mutlak hata                     Mutlak hata                    Mutlak 
hata                                                                                                              
  it                1( )y t                     1,3( ), 3E t N                   1,5( ), 5E t N                  1,8( ), 8E t N   
   0                    1                                        0                                          0                                     0 
   0.2            9.8007e-001                    6.6578e-005                       2.8090e-006                     2.2343e-009   
   0.4            9.2106e-001                    1.0610e-003                       8.1793e-006                     4.6463e-009   
   0.6            8.2534e-001                    5.3356e-003                       7.8587e-006                     6.8610e-009   
   0.8            6.9671e-001                    1.6707e-002                       7.1928e-005                     8.7570e-009   
   1               5.4030e-001                    4.0302e-002                       5.0094e-004                     2.2817e-007 
 
 
Tablo 2. N = 3, N = 5 ve N = 8  için 
2
y (t) fonksiyonunun tam çözüm ve mutlak hataları 
     Fibonacci matris metodu 
                Tam çözüm                  Mutlak hata                     Mutlak hata                    Mutlak 
hata                                                                                                                   
  it                2 ( )y t                      2,3( ), 3E t N                  2,5( ), 5E t N                2,8( ), 8E t N   
    0                   2                                     0                                          0                                          0 
   0.2            1.960133                       1.3316e-004                       5.6181e-006                       4.4686e-009   
   0.4            1.842122                       2.1220e-003                       1.6358e-005                       9.2926e-009   
   0.6            1.650671                       1.0671e-002                       1.5717e-005                       1.3722e-008   
   0.8            1.393413                       3.3413e-002                       1.4386e-004                        1.7514e-008   
   1               1.080605                       8.0605e-002                       1.0019e-003                        4.5635e-007 
 
5. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 
Yapılan bu çalışmada, (1) ile verilen iki denklemden oluşan lineer adi diferansiyel denklem 
sisteminin Fibonacci matris yöntemi kullanılarak sayısal çözümleri elde edilmiştir. Yöntemin 
etkinliğinin gösterilebilmesi için bir sayısal uygulama verilmiş ve sayısal değerler için 
deplasman fonksiyonlarının grafikleri çizilmiştir. Bunun yanında yöntemin doğruluğunu 
göstermek için, elde edilen nümerik değerler ile tam çözümler karşılaştırılmıştır. Çizilen 
grafiklerde bu çözümlerin N kesme sınırı artırıldığında tam çözüme daha da yaklaştığı 
saptanmıştır. Böylece çizilen grafiklerin ve yapılan hata analizlerinin sonucunda yöntemin iyi 
sonuçlar verdiği görülmüştür. Ayrıca farklı N değerleri için bilgisayar programları 
yazıldığında, denklem sisteminin çözümlerinin kolay bir şekilde bulunması bu yöntemin diğer 
bir avantajı olmuştur.  
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